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Different types of pair functions (geminal ]?roducts and their linear combinations) are 
tested with respect to their ability to describe the "horizontal correlation" of the ~-eleetrons 
of butadiene. The validity of the ~t-electron approximation is not discussed and "full confi- 
guration interaction" within the limited LCAO basis is used as the standard to which the 
model calculations are referred. An APSG-funetion (APSG = antisymmetrized _product of 
strongly orthogonal geminals) built up from equivalent (localized) geminals, which contains 
only one variational parameter is able to account for about 90% of the "horizontal correlation 
energy". Both APSG and APIG functions constructed from delocatlzed geminals, are much 
less favorable. Criteria of the goodness of an approximate wave function are a) the energy b) 
comparison of its one- and two-]?article density matrices with those obtained from "full CI". 
The good results with the localized APSG function are related to the fact that electron correla- 
tion between electrons of opposite spin is (in this molecule) essential only within either of the 
"double bonds" of the "canonical structure". The pertinent results are quite insensitive to 
different ]?arametrization of the integrals. 

Verschiedene Paarfunktionsan~tze (Geminal-Produkt-Funktionen und Linearkombi- 
nationen yon solchen) werden im Hinblick aufihre Brauchbarkeit zur Beschreibung der ,,hori- 
zontalen Korrelation" der ~-Elektronen des Butadiens untersucht. Die Giiltigkeit der z-Elek- 
tronenn~herung wird dabei nieht diskutiert, und die Ergebnisse versehiedener Modellans~tze 
werden auf die ,,vollst~ndige Konfigurationsweehselwirkung" mit der beschr~nkten LCAO- 
Basis als Standard bezogen. 1VIit einer APSG-Funktion (APSG = antisymmetrisiertes _Produkt 
stark orthogonaler Geminale), aufgebaut aus ~quivalenten (lokalisierten) Geminalen, die nut 
einen Variationsparameter enth~lt, ergeben sieh etwa 90~o der ,,horizontalen Korrelationsener- 
gie". Sowohl APSG- als APIG-Fuuktionen (APIG = antisymmetrisiertes Produkt identiseher 
__Geminale), die aus delokalisierten Geminalen aufgebaut sind, erweisen sich als wesentlich 
weniger giinstig. Als Kriterinm fiir die Giite eines N/iherungsansatzes wird einmal die Energie 
herangezogen, zum anderen werden die Einteilchen- und Zweiteilehen-Diehtematrizen mit 
denen einer ,,vollst~ndigen Konfigurationsweehselwirkung" verglichen. Die Brauehbarkeit 
des APSG-Ansatzes mit lokalisierten Geminalen h/~ngt damit zusammen, da~ die Korrelation 
der Elektronen mit gleichem Spin (ira Butadien) nur innerhalb je einer Doppelbindung der 
,,kanonisehen" Strukturformel cine wesentliche Rolle spielt. Versehiedene Parametrisierung 
der Integrale ~ndert die relativen Ergebnisse nicht wesentlich. 

Mise s l'~preuve de l'aptitude de diff6rents types de fonetions de paires (produits de g6mi- 
nales et lcurs combinaisons lin~aires) s la description de la ,,eorr61ation horizontale" des 61ee- 
trons ~ du butadi~ne. La validit6 de l'a]?proximation z n'est ]?as raise en cause; ,,l'interaetion 
de configuration complete" ]?ermise par la base limit6e d'orbitales atomiques est utilis6e 
comme rgfdrence s laquelle sont compares les divers modules de caleuh Une fonetion APSG 
(APSG ~ _antisymmetrized product of strongly orthogonal g_eminals) eonstruite s l'aide de 
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g6minales 6quivalentes (localisdes), et ne ~contenant qu'un seul parambtre variationnel, permet 
de rendre compte d'environ 90% de ,,l'6nergie de corr61ation horizontale". Les fonctions APSG 
et APIG construites ~ l'aide de g6minales ddIocalisdes, sent beaucoup moins favorables. Les 
crit6res de quali~6 d'une fonetion d'onde approch6e sent: a) r6nergie, b) la comparaison des 
matrices densit6 s une et s deux partioulcs avec celles obtcnues & partir de I',,I.C. complbte". 

Les bons r6sultats obtenus & l'aide de la fonction APSG localis6e sent reti6s s ce que la 
corr61ation 61ectronique entre 61ectrons de spins contraires n'est essentielle (dans cette mol6- 
eule) qu'au sein des ,,doubles liaisons" de la ,,structure canonique". Les r6sultats obtenus sent 
pratiquement insensibles aux diff6rentes param6trisation des int6grales. 

1. Einleitung 

I n  den letzten Jahren  haben die sog. Geminalproduktfunktionen (Paarfunk- 
tionsansiitze) [i6] besondere Bedeutung ffir die quantenmechanische Beschreibung 
atomarer  und molekularer Systeme gewonnen. Welienfunktionen dieser Art  
haben eine recht einfache Form, ermSglichen aber eine weir bessere Beschreibung 
als das Hartree-Focksehe Modell. Aul~erdem kommen sie der chemischen An- 
schauung weitgehend entgegen; so kann man etwa jedes Elektronenpaar einer 
kovalenten Bindung dutch eine Paarfunktion beschreiben und die Gesamtwellen- 
funktion des Systems aus solchen Paarfunktionen aufbauen. 

Aul3er dem klassisehen Ansatz yon Lv.N~A~])-JoNEs u. Mitarb. [~6] (ffir den 
sieh inzwischen die Bezeiehnung APSG = antisymmetrisiertes _Produkt stark 
orthogonaler Geminale eingebfirgert hat) sind noch eine Reihe anderer Elektro- 
nenpaarmodelle [3, 5, 6, 28, 29, 36, 37] vorgesehlagen worden. W~hrend ersterer 
sieh insbesondere bei Systemen mit  gut lokalisierten Elektronenpaaren (z. B. Be, 
LiH [i]), nicht aber bei Systemen mit  delokalisierten Elektronen (z. B. ~-Elektro- 
nen im Benzol [ l i ])  bew~hrt hat ,  kann man evil. hoffen, dal~ andere ~hnlieh ein- 
faehe Paaransi~tze zur Besehreibung delokalisierter Elektronenpaare geeignet 
sind. 

U m  diese Frage etwas genauer zu untersuchen, haben wit in einfaehen ~- 
Elektronensystemen wie Butadien und Benzol die ,,horizontale" Korrelation der 
~-Elektronen mit  verschiedenen Elektronenpaaransatzen bereehnet. In  der vor- 
liegenden Arbeit sollen zuni~ehst die Ergebnisse ffir das Butadien mit  seinen beiden 
r~umlich recht gut getrennten ~-Elektronenpaare~, zusammengestellt und disku- 
tiert  werden. 

z~-Elektronensysteme wie Butadien und Benzol sind fiir einen solchen Ver- 
gleich der verschiedenea Paarans~tze besonders gut geeignet. Beschr~nkt man 
sich n~mlich - -  wie das im folgenden stets vorausgesetzt ist - -  yon vornherein auf  
die Behandlung der ~-Elektronen im festen a-Gerfist in der LCAO-N~herung, so 
kann man ohne allzu grol]en Aufwand in der beschr~nkten Basis der ~-MO's eine 

�9 .n ~. ,, ,,vollsta ~ g e  Konfigurationswechselwirkung ("full configuration interaction" 
[7]) durchfiihren und hat  damit  einen eindeutig definierten Standard, mit  dem man 
die verschiedenen anderen ~q/~herungen vergleichen kann. 

Die Korrelation, die wir dureh eine solche ,,vollstandige" CI-geehnung in der 
LCAO-Basis erfassen, wollen wir per definitionem als die ,,horizontale" Korrela- 
tion der a-Elektronen bezeichnen. Ansehaulieh ermSglicht diese Konfigurations- 
wechselwirkung ein Ausweichen der ~-Elektronen 1/ings des a-Geriistes. Die 
,,vertikale" Korrelation (Ausweichen der zr-Elektronen senkreeht zur Molekfil- 
ebene) kann nur durch Mitnahme von 3s-, 3p-, 3d- sowie h6heren AO's an den 
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Kohlenstoffatomen erfaB~ werden. Man muB sieh natiirlieh dariiber im klaren 
sein, dab die Korrelation herkSmmlicherweise in bezug auf eine molekulare t ta r t ree .  
Foek-Reehnung und nieht eine LCAO-MO-SCF-Reehnung definiert is~ und dab 
die Gesamtkorrelation aui3er einer Korrelation des Rumpfes und des ~-Elektro- 
nensystems auch noeh eine In~ergruppen-I(orrelation enth/~l~. Wir verzichten 
hier darauf, den Zusammenhang mit  der Korre]ation in diesem strengeren Sinne 
herzustellen, und besehr~nken uns bewuB~ auf das vereinfaehte Modell der ~- 
Elektronen-N/iherung, ohne dessen Zul~ssigkeit zu diskutieren. 

2. Paarans~itze 

a) Semgemplr~sche Integralwerte 

I m  allgemeinen bedient man slch bei Rechnungen an 7~-Elektronensystemen 
der N~herung der verschw~ndenden di/ferentiellen Uberlappung ("zero differential 
overlap" [14]) und wiihlt semieml0irische Werte f/Jr die dann noch yon Null ver- 
sehiedenen Integrale. Dadurch wird ers~ens die Reehnung wesentlich vereinfacht, 
zweitens kann man den Einflul3 yon r und Elektronenkorrelation durch 
geeignete Wahl der semiempirischen Integralwerte teilweise berfieksiehtigen. 

Wir haben unsere Rechnung mit  folgenden drei in Tab. I zusammengestellten 
Parameters/~tzen fiir trans-Butadien durchgeffihr~ [5] : 

i .  P P  (Pariser-Parr-Integrale [32]); 

2. M (Mataga-Integrale [25]); 

3. T (theoretische Integrale [33]). 

Zu jedem dieser drei laarameters/~tze gehSrt ein eigener Vergleiehsstandard (,vo]l- 
st/indige" CI-Rechnung). Entsprechend treten drei Werte fiir die ,,horizontale 
Korrelationsenergie" auf; die ffir bestimmte Model]ans/itze bereehneten Energie- 
erniedrigungen gegenfiber dem SCF-LCAO-MO-Modell werden sinnvollerweise 
in Prozenten der gleicher Parameterwahl entspreehenden ,,horizontalen Korrela- 
tionsenergie" angegeben. 

Tabelle t. Semiempivische Integralwerte liar trans- 
Butadlen (in e V) 

PP [32] M [25] T [33] 

cq -27,678 41 -23,228 3 -29,504 8 
cr 2 -31,088 i5 -25,539 4 -34,355 8 

fll~ - 2,92 - 2,55 - 3,20 
~ o o o 1 
fi14 0 0 0 
fi~a - t,68 - 2,13 - 2,37 

711 10,530 00 10,840 0 17,289 2 
71~ 7,375 40 5,376 I 9,015 2 
?la 5,338 67 3,779 3 5,482 4 
?la 3,744 34 2,852 9 3,787 2 
?~a 7,154 00 5,t64 0 8,638 2 
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b) MO's und Geminale 

In  Tab. 2 sind die vier aus den vier 2p~-AO's konstruierbaren kanonischen 
SCF-LCAO-MO's des trans-Butadiens, ihr Symmetrieverh~lten bezfiglich C2a 
und ihre Orbitalenergien e~ angegeben. Die Wellenfunktion des Grundzustandes 
schreibt sich dann in der SCF-LCAO-MO-Ns als (normierte) Determinante 

~sc~  (~, 2, 3, ~) = I ~ (~ )  ~ ( 2 )  ~2(3) ~ ( 4 )  ], (i) 
wobei fi-Spin dnrch einen Querstrich angedeutet wird. 

Tabelle 2. SCF-LCAO-t~IO's des trans-Butadien 

V1 = a(~l  + % )  + b(~2 + ~3) au 
V2 = b(~l - % )  + a ( ~  - ~a) ba 
~ = b ( ~  + ~ )  - a(% + ~ a )  a~ 
~ = a ( ~  - ~ )  - b(~ - ~a) be 

PP M T 

a 0,443 657 0,4t3 535 0,432 498 
b 0,550 607 0,573 576 0,559 4t5 

e 1 -13,652 28 -12,423 20 -tl,879 79 
e2 -11,609 69 - 9,928 10 - 8,899 09 
% - 0,300 31 - 1,671 90 3,748 28 
% 1,742 27 0,823 20 6,728 98 

Man kann durch eine unit~re Transformation der kanonischen SCF-MO's zu 
den sog. ,,s Orbitalen [23, 24] iibergehen: 

i 

t 

l 

1 

Z~ und Z a sind weitgehend in der einen z-Bindnng A, Z~ B und Z B in B lokalisiert; 
diese ~quivalenten Orbitale sind also geeignet, lokalisierte •-Bindungen auf eine 
einfache Weise zu beschreiben. Bei dieser unit~ren Transformation ~ndert sich 
natiirlich die SCF-Determinante (l) nieht. 

Da wir Geminalproduktfunktionen konstruieren wollen, geben wir in der 
Tab. 3 alle mSglichen aus den MO's ~ol(i = l . . . .  4) anfgebauten, symmetrieadap- 
tierten Basis-Geminale mit ihrem Transformationsverhalten bezgl. C2h und der 
Symmetrie gegeniiber Elektronenvertauschung an. 

Ebenso kSnnen wir aus den /iquivalenten Orbitalen Geminale aufbauen, die 
man sinngem/~B ,,~quivalente Gemina]e" nennen muB und die die in den Bindun- 
gen lokalisierten Elektronenpaare beschreiben. Diese sind: 

1 

B B A I~.B ~ ]B z~ z~ ; z~z~; r ~ -+ z~zf). (2) 
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Tabelle 3. Symmetrieangepa[3te Geminale 

A �9 91 91 ; 92 92 ; 98 98 ; 94 ~04 8 

9~ + 93 9:) ; ~ (~P~ 9:  + 94 92) 

1 l 
Vz gz 

1 1 

l l 
Vz gz 

B~ ~ (9: 9~ - 9~ 9:); ~ (9, 9 ,  - 9,  9:) a 

~ ( 9 3  - 1 9~ 92 93) ; ~ (93 9~ - 9~ 93) 

s bedeutet ,,symmetrisch", a ,,antisymmetrisch" 
bzgl. Elektronenvertauschung. 

Als lokalisierte Geminale sind sie nat/irlich nicht symmetrieadaptiert;  es lassen 
sich die entsprechenden symmetrieadaptierten Linearkombinationen aber leicht 
anschreiben. Totalsymmetrisch sind z. B. die Geminale : 

1 g 2 ( ~  ~ ~ B 1 
+ z: z: ); ~ (z~ z~ + z~ z~) (3) 

U S W .  

c) Variationsans?Ztze 

Ein Geminalproduktansatz ffir ein 2n-Elektronensystem hat im allgemeinen 
die Form 

hr~(l . . . .  2n) = d f l  gR(2R -- i ,  2R),  (4) 
R = I  

wo die gR(2R -- l ,  2R) Geminale (antisymmetrische, auf i normierte Zweielek- 
tronenfunktionen) sind, die so zu varfieren shad, dab der n i t  T ( l  . . . . .  2n) berech- 
nete Energieerwartungswert minimal wird. Die wichtigsten Spezialf~lle des An- 
satzes (4) sind 

i.  der APSG-Ansatz [16], bei dem die Geminale gR zueinander stark orthogonal 
sind, d. h. 

* i  5 gR( , 2) gs(2, 3) dT~ = 0 f/Jr R ~ S ; (5) 

2. der APIG-Ansatz (antisymmetrisiertes P rodukt _identischer _Geminale) 
[3, 6, 10], bei dem alle Geminale gR(R = i . . . . .  n) identisch shad. 

F/Jr diese beiden F/file sind Integrodifferentialgleichungen zur Bestimmung 
der besten Geminale abgeleitet It0, 17, 18, 22] und auch praktisch angewendet 
worden [l]. 

Im Rahmen der beschr&nkten Basis der LCAO-MO-N~herung f/Jr die 0z- 
Elektronen kSnnen wit diese Integrodifferentialgleichungen umgehen, da die auf- 
tretenden Geminalproduktfunktionen so wenig variable Parameter enthalten, 
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dab es gfinstiger ist, die Energie unmittelbar nach diesen Parametern zu minimi- 
sieren. 

A priori gibt es eine Vielfalt yon MSglichkeiten, aus den ~-AO's (bzw. den 
SCF-MO's) des Butadiens Geminale gR und hieraus Geminalproduktfunktionen 
der Symmetrie lag des Grundzustandes aufzubauen. 

Symmetrieadaptierte Geminale lassen sich als Linearkombinationen der Basis- 
geminale der Tab. 3 leicht konstruieren. So ist 

l l 
+ e V (Ivl   [ -  l lV. (61 

ai + bi -~ c i + di + el 

das allgemeinste totalsymmetrische (lAg) Geminal, das aus den ~Vl aufgebaut 
werden kann. 

Der APIG-Ansatz ~r 2) g1(3, 4) mit einem Geminal der Form (6) enths 
ffinf variable unabhiingige Parameter,  ffihrt aber (nach Rechnungen yon B~ATOZ, 
DU~AN]) und B~ssIs [4]) nur zu einer Energieerniedrigung gegenfiber (LCAO-SCF) 
yon weniger als 50% der Korrelationsenergie. Beim APSG-Ansatz ~'gl(l ,  2) 
g~(3, 4) mit solchen Geminalen ffihrt die Forderung (5) der starken Orthogonalit~t 
der Geminale gl und g~ zu zuss Bedingungen ffir die Koeffizienten a~, 
bl,. �9 �9 etwa zu 

a~, el, el, b~, d2,/3 v a 0 

as, c2, e~, bl, dl,/1 = 0 

oder z. B. zu al, b2, dl, c~ r 0, alle anderen = 0 usw. Ein solcher Ansatz enthi~lt 
[wegen der Normierung (6a)] im Maximalfall noch vier frei variierbare Parameter 
und eine gewisse Willkfir in der Wahl der yon Null verschiedenen Koeffizienten, 
d .h .  in der Aufteflung des l-Teilchen-Hilbertraumes in zwei komplementiire 
Unterr~ume [2]. (Beim H~O-Molekfil ist diese Frage z. B. yon KLWSSn~QW~ unter- 
sucht worden [20]). 

J~hnliche APIG- und APSG-Ans~tze lassen sich natfirlich auch aus Geminalen 
anderer Symmetrierassen aufbauen, was die Vielzahl solcher Geminalproduk~- 
funktionen noch erh6ht. Da man yon vornherein nicht sagen kann, welche dieser 
vielen Funktionen das vorliegende Molekfil am boston beschreiben kann, sollte 
man alle diese Paarfunktionen bei jedem Molekfil einzein untersuchen und evtl. 
schlie131ich durch eine Superposition eine geeignete Wellenfunktion konstruieren. 
Superponiert man alle mSglichen solchen Funktionen, so muf~ man das gleiche 
Ergebnis wie bei einer ,,vollsti~ndigen" CI-Rechnung bekommen, allerdings mit 
mehr Aufwand Ms beim herk6mmlichen CI-Verfahren. 

Da es uns hier darauf  ankommt, mit mSglichst ein/ache~ Paarfunktionen eine 
m6glichst gute Beschreibung des Butadiens zu erreichen, haben wit uns yon Er- 
fahrungen an anderen Systemen leiten lassen [i] und Gominalproduktfunktionen 
auf die folgende Weise konstruiert: Wir gehen davon aus, dab die natiirlichen Spin- 
Orbitale (NSO's) einer APSG-Ftmktion (und auch einer APIG-Funktion) [22] 
gleich den NSO's der ,,erzeugenden" Geminale gR sind und dal~ die ,,stark besetz- 
ten"  NSO's in gutor Ni~herung gleich den ,,besetzten" SCF-MSO's sind bzw. aus 
diesen durch eine unit~re Transformation hervorgehen. 
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Wir identifizieren also zuni~chst die stark besetzten NSO's in den gR mR den 
kanonischen LCAO-SCF-MSO's (und werden anschlieBend die NSO's in den g~ 
mR den s MSO's identifizieren). Nur aus stark besetzten NS0's kann 
man die symmetrieadaptierten Spingeminale (7) aufbauen, wenn man a~ = i und 
b~ = 0 setzt. Beimischen je eines schwach besetzten Geminals (gleicher Symmetrie) 
ffihrt darm zu folgenden Funktionen, die offenbar den versehiedenen MSglichkei- 
ten yon Paaranregungen bei kanonischen Orbitalen entsprechen: 

lAg : GI= gl ]WlV~ ] +  b~ ]%gpa I 

1 1 

} l 

a;  

Aus ihnen lassen sich nach der angegebenen Methode 5 totalsymmetrische 4- 
Elektronen-Wellenfunktionen aufbauen, ngmlieh: 

g~l = d GI(t, 2) G1(3, 4) 
r = ~ '  G~(I, 2) G~(3, 4) 
~b a = ~/Gl( i ,  2) Ge(3, 4) (8) 
~5a = ~/Ga(~, 2) G3(3, 4) 
~5 5 = ~ �89 {Gl(l, 2) G~(3, 4) -- G~ 2) G~ 4) + a~a(l, 2) aa~(3, 4)}. 

Von diesen is~ nur r eine echto APSG-Funktion ; ~5 3 bis ~5,s enthalten (ffir a~ = l,  
bg = 0) die SCF-LCAO-MO-Funktion als Spezia]fall. Cs beschreibt in gewissem 
Sinne die Intrapaarkorrelation, ~5 a und r die Singulett- und Triplett-Interpaar- 
korrelation fiir delokalisierte Paare. g)l und ~b~ entsprechen angeregten Zustiinden 
der Symmetrie 1A a. 

Eine Superposition dieser fiinf Geminalproduktfunktionen ergibt eine Wellen- 
funktion, die acht frei variierbare Parameter enthMt, also fast so kompliziert is~ 
wit die ,,vollstiindige" CI-Funktion. 

Bei einem System mit gut lokalisierbaren Elektronen (Me Butadien) ist es 
jedoch naheliegend, nicht yon den symmetrieadaptierten MO's, sondern yon den 
5quivalenten MO's bzw. den gquivalenten Geminalen auszugehen. Dabei is~ der 
Ansatz 

mit der SCF-Determinante (~) identiseh. Wollen wir also fiber die MO-SCF- 
N~herung hinausgelangen, so mfissen wir zu den (ira Rahmen des SCF-Modells) 
,,beseSzten" i~quivalenten Geminalen ]g~ g~ I ,,unbesetzte" ]Z~ Z~ ] hinzumi- 
sehen. Wir machen also den Ansatz (4) mi~ den lokalisierten Geminalen 

gn(i, 2 ) = a l Z ~ [ + b l z ~ Z ~ [ ;  R = A , B .  (~0) 

Dieser beschreibt ansehaulich die Intrapaarkorrelation loZcalisierter Elektronen- 
paare. Auf die Konstruktion der ~unktionen fiir die In~erpaarkorrelation haben 
wir in diesem Fall verzichtet. Unter Beachtung der Normierungsbedingungen 
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(a 2 + b~= i) erhalten wit eine Wellenfunktion, die nur einen variablen Para- 
meter enth/~lt; diese Geminale sind stark orthogonal zueinander, und die Wellen- 
funktion ist totalsymmetriseh. 

Ein APIG-Ansatz aus einem lokalisierten Geminal ist physikalisch nieht sinn- 
roll, da das hieBe, alle vier Elektronen in einer Bindung zu lokalisieren. Man kann 
aber die totalsymmetrisehen Geminale yon (3) zu solehen der Form (li)  linear 
kombinieren und daraus eine plausible APIG-Wellenfunktion aufbauen 

l). ( l i )  2) = (! 

Die Gesamtwellenfunktion enth~lt unter Beaehtung der Normierung (a ~ § b 2 = t) 
wieder nur einen variablen Parameter. 

d) StSrungsansgtze 

Bei der Konstruktion yon Paarfunktionen, die mit der StSrungstheorie be- 
handelt werden sollen, benutzen wir eine Modifikation der yon McW~ENr und 
ST]~IN]~I~ [28] vorgeschlagenen 1Yfethode der ,paarkorrelierten We]lenfunktionen" : 
Wir gehen aus yon der SCF-Determinante (l) U scF und addieren zu ihr Korrek- 
turfunktionen U s (mit noeh unbestimmten Koeffizienten d,), die aus U scF da- 
durch entstehen, dab jeweils ein Paar der SCF-Funktion durch ein entsprechendes 
,angeregtes' (d. h. im SCF-Modell unbesetztes) ersetzt wird. Die Gesamtwellen- 
funktion (nicht auf i normiert) ist dann 

u ( t  . . . . .  2N) = u s e s  + 7 U s ,  (12) 

wobei die Koeffizienten d, und die Gesamtenergie nach der StSrungstheorie 
2. Ordnung berechnet werden. 

Wieder lassen sieh alle diese Korrekturfunktionen mit Hilfe der Tab. 3 leicht 
hinsehreiben. So ist z. B. in I Y% Vs V~ ~2 ] alas Paar ]V~ ~ ] dutch ein angeregtes 
Paar ] Fs ~s [ gleieher Symmetrie (~Ag) ersetzt worden. Etwas komplizierter ist es, 
wenn man nieht-totalsymmetrisehe Paare anregt. So kann man z. B. USCF in der 
Weise 

t 
zerlegen, wobei das Geminal ~-~ (I V1 V2 l -  Iv1 Y)2 1) die Symmetrie IBu hat. 

Ersetzt man in (i3) ein Paar durch das entsprechende angeregte, so erhs man die 
Korrekturfunktion 

i 

1 

Die Bereehnung der Koeffizienten d s und der StSrungsenergien 2. Ordnung naeh 
der gewShnliehen Rayleigh-SehrSdingersehen StSrungstheorie kann auf zwei ver- 
sehiedenen Wegen durehgefiihrt werden. (Einen ]~berbliek und Vergleieh beider 
Wege geben Dncw~, MALRI]~U und CnAvm~n~ [9]). Beim klassisehen, yon MSLL~R 
und PL]~SSST [30] vorgesehlagenen Verfahren wird der exakte Hamiltonoperator 
des Systems in der Weise 

H = H  s c s +  V (i4) 
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aufgeteflt; im Energienenner der Formeln der StSrungstheorie 2. Ordnung steht 
dann die Differenz der Eigenwerte yon HSCF, d. h. Summen und Differenzen yon 
Orbitalenergien. Teilt man hingegen, naeh EPsTEr~ [13] und NESBET [31], den 
Hamiltonoperator  H etwas anders auf, so kann man es erreiehen, da$ in den 
Energienennern Differenzen yon Erwartungswerten yon H selbst stehen, ohne dal~ 
sieh sonst etwas ge/~ndert hat. D~CER, MAL~I~  und CLAV~I~ [9] haben gezeigt, 
dab diese zweite Form der StSrungstheorie zu einer sehnelleren Konvergenz der 
StSrentwieklung ffihrt. 

Wir haben an unserem Beispiel beide Arten der StSrungstheorie - -  die wir im 
folgenden mit  R.S.- bzw. E.N.-StSrungstheorie [9] abkfirzen wollen - -  durch- 
gereehnet. 

3. Ergebnisse 

a) Energleerniedrigung 9egeniiber LCAO-SCF 

Es gibt eine Anzahl Kriterien, mit  denen man die Gfite der im Abschnitt  2. 
beschriebenen Ansi~tze untersuehen kann. Wir wollen uns besonders ffir die Ener- 
gieerniedrigung sowie fiir die l-  und 2-Teflchen-Dichtematrizen interessieren. 

In  der Tab. 4 sind ffir alle untersuehten Paarfunktionen die Energieverbesse- 
rungen (gegenfiber dem LCAO-SCF-Modell) in % der horizontalen Korrelations- 
energie zusammengestellt. AuSerdem ist bei den Variationsanss die Zahl der 
linear unabhs Parameter  angegeben, die ein Ma$ ffir die Kompliziertheit  
des entsprechenden Ansatzes ist. 

Zuns fs auf, da$ die erreiehte (relative) Energieerniedrigung nahezu 
unabhs yon der Wahl der Integralapproximation ist. Damit  ist niehts fiber 
die Absolutwerte und ihre ]~bereinstimmung mit  der ,,Wirkliehkeit" gesagt. 

Die besondere Struktur der =-E1ektronen des Butadiens und ihre gute Lokali- 
sierbarkeit an den beiden ,,Doppelbindungen" kommt  darin zum Ausdruck, da$ 
man mit  der APSG-Funktion mit  lokalisierten (s Geminalen mehr als 

Tabelle 4. Energien der Paaransiitze ]i~r Butadien 

Funktion Zahl der 
unabh~ngigen 
Parameter 

Energienerniedrigung in ~ E .... 

PP M T 

SCF-MO 0 
,,vollst." CI 11 
APSG (lok.) 
APIG~ 1 

r 0 
r 0 
~s 2 
qS~ t 

CI mit qsa, r r 6 
CI mit ~1 . . . . .  q)~ 8 

R.S.-St6rungsth. 
E.N.-St5rungsth. 

Geminale naeh G1. (11). 

0 0 0 
t00( -0,416 eV) t00( -1,298 eV) 100( -2,3646 eV) 
93,1 90,0 93,0 
36,0 36,2 31,4 

20,6 t9,4 21,4 
29,5 27,2 25,6 
0,5 0,6 1,5 

63,5 59,6 64,8 
95,6 92,2 87,3 

44,9 51,1 45,6 
80,5 84,0 77,4 
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90% der Korrelationsenergie erh~R, obwohl dieser Ansatz nut  einen variablen 
Parameter  enthglt. Alle anderen Ansiitze sind bedeutend schlechter, und selbst 
die ,Konfigurationswechselwirkung' mit  ~51 . . . . .  ~5~ liefert nut  etwa dieselbe 
Energie, obwohl diese runk t ion  mit  acht variablen Parametern schon fast so 
komp]iziert ist wie die ,,vollstiindige" CI-Funktion. Ausgesprochen entti~uschend 
ist ~b 3, die APSG-Funktion mit  delokalisierten Geminalen. Bei der delokalisierten 
Beschreibung ist der Beitrag der Interpaarkorrelat ion grSBer als der der Int ra-  
paarkorrelation, und yon der gleichen GrSBenordnung ist die Energieerniedrigung 
durch die Wechselwirkung der verschiedenen Funktionen q)l bis ~ .  Auff~llig ist 
auch die geringe Energieerniedrigung bei ~55; das ist aber [siehe (8)] gerade die aus 
Triplettgeminalen aufgebaute A1)IG-l~unktion. 

Bei den beidcn St6rentwicldungen gibt die E.N.-StSrungstheorie (in 2. Ord- 
nung) eine wesentlich bessere Energie. Das illustriert die bessere Konvergenz der 
E.N. St6rungsen~wicklung [9]. Auch das Verh~ltnis zwischen E.N.- und R.S.- 
StSrenergien, das etwa den Wert  t,7 hat, entspricht den Ergebnissen yon Driving, 
M)mRI]~V und C L x v ~ I ~  [9]. 

b) Eigenwerte der 1- und 2-Teilchen-Dichtematrizen 

Zum Vergleich der verschiedenen Paarans~tze haben wir die l-  und 2-Teilchen- 
Dichtematrizen fiir die untersuchten Niiherungsfunktionen berechnet. In  der 
Tab. 5 sind die Eigenwerte der l-Teilchen-Dichtematrix ffir einige Ans~tze zu- 
sammengestellt. Die zugehSrigen Eigenvektoren (natiirliche Orbitale) brauchen 
wir nicht anzugeben, da sie ffir alle aufgefiihrten Gemina]produktfunktionen mit  
den SCF-MO's [bzw. den iiquivalenten Orbitalen (ta)] identisch sind and  sich 
auch bei der ,,vollsts CI yon den SCF-MO's nur sehr wenig unterscheiden. 

Man sieht an der Tab. 5 sehr gut, dab sich die Eigenwerte der t-Teilchen- 
Dichtematrix,  ausgehend von der idempotenten Dichtematrix des SCF-Modells, 
den - -  im Rahmen des ~-Elektronenmodells - -  exakten Werten in der in der 
Tab. 5 angegebenen Reihenfolge ganz gut anni~hern. Die APSG-l~unktion mit  
lokalisierten Geminalen hat  noch den Fehler, da9 hier die ersten und die letzten 

TabeIle 5. Eigenwerte ~,~ der 1-Teilchen-Dichtematrix (Besetzunqszahlen der nati~rlichen Spin- 
Orbit~) 

Iqr Sym. SCF APIG E.N. S~Sr. APSG (lok.) vollst. CI 

PP 

M 

T 

t,2 a~(cr fl) t 0,995 740 0,992 063 0,984 015 0,986 780 
3,4 bg t 0,995 740 0,984 401 0,984 015 0,977 50t 
5,6 a~ 0 0,004 260 0,015 599 0,015 985 0,022 499 
7,8 bg 0 0,004 260 0,007 937 0,0t5 985 0,013 220 

t,2 a, t 0,986 t10 0,974 443 0,95t 589 0,957 944 
3,4 b~ l 0,986 t10 0,939 043 0,95t 589 0,921 2t0 
5,6 a~ 0 0,013 890 0,060 957 0,048 411 0,078 790 
7,8 bg 0 0,013 890 0,025 557 0,048 4tl 0,042 056 

t,2 a~ l 0,984 773 0,967 038 0,929 699 0,937 50i 
3,4 bg 1 0,984 773 0,933 567 0,929 699 0,900 028 
5,6 au 0 0,015 227 0,066 433 0,070 301 0,099 972 
7,8 bg 0 0,015 227 0,032 962 0,070 301 0,062 499 



Korrelation in z-Elektronensystemen 77 

beiden N 0 ' s  die gleichen Besetzungszahlen vl haben. Das ist aber eine ganz all- 
gemeine Eigenschaft der APSG-Ans~tze. 

Anzumerken ist, dal~ wir mit den StSrungsansi~tzen die Energie in 2. Ordnung 
berechnet haben. Gleichzeitig erhielten wit die Wellenfunktion in t. st6rungs- 
theoretischer Ordnung, die zur Bereehnung der v~ in Tab. 5 auf I renormiert 
werden mul~te. 

Sehr unterschiedlieh sind die v, ffir die verschiedenen Integralapproximationen, 
obwohl der allgemeine Trend - -  Verbesserung der idempotenten SCF-Dichte- 
matrix auf die ,,exakte" bin - -  bei allen drei IntegrMsi~tzen etwa gleich ausge- 
pri~gt ist. So stellt man lest, dal~ die l-Teflehen-Dichtematrizen mit PP-Para- 
metern der idempotenten SCF-Dichtematrix viel nigher kommen a]s mit M- oder 
gar T-Parametern. Das steht im Einklang mit der allgemeinen Erfahrung, dab 
man mit den PP-Parametern viel geringere Absolutwerte ffir die Korrelations- 
energie erh~lt als mit M- oder T-Parametern (siehe [2i]). Auffallend ist die fol- 
gende Eigenschaft aller ]tier untersuchter Wellenfunktionen ffir das Butadien: 
Die Eigenwerte v~ der l-Teflchen-Dichtematrix erffillen die Beziehung 

~8 + ~5 -- i .  (15) 

Das is~ eine Folge [5] der bekannten ,,Paarungsregeln" ffir alternierende Kohlen- 
wasserstoffe, die, wie 1V[cLACHLA~ [26] zeigt, unter der Voraussetzung der ver- 
sehwindenden differentiellen Uberlappung (ZDO) nicht nut in der Hfiekel'schen 
oder der SCF-LCAO-MO-Ni~herung gelten, sondern auch fiir Wellenfunktionen, 

Tabelle 6. Eigenwerte der 2- Teitchen-Dichtematrix. T- Integrale. ( Besetzungszahlen der nati~r- 
lichen Spin-Geminale) 

Nr Sym. SCI~ APIG E.N. StSr.  APSG (lok.) vollst. CI 

t 1Aa t 1,029 833 1,035 088 1 0,998 676 
2 ~B~ t 0,969 606 0,948 044 l 0,981 195 
3 ~Ag 1 0,969 606 0,909 255 0,864 340 0,857 681 
4--6 aB, 1 0,969 606 0,901 776 0,864 340 0,844 760 

7 lAg 0 0,007 584 0,072 678 0,065 359 0,118 722 
8--t0 aAg 0 0,007 584 0,052 688 0,065 359 0,086 118 
11--13 ~1~ 0 0,007 584 0,042 048 0,065 359 0,060 453 
14 1]~ 0 0,007 584 0,024 545 0,065 359 0,037 292 

t5--17 a]~ 0 0,007 584 0,005 513a 0,004 942 0,006 356 
18 lag 0 0,007 584 0,004 096 0,004 942 0,006 t07 

19--21 3Ag 0 0,007 584 0,002 819 0 0,00t 338 
22---24 3B~ 0 0,000 059 0,00O 669 0 0,000 974 
25 1B~ 0 0,007 584 0,000 609 0 0,000 239 
26 lag 0 0,000 503 0,000 170 0 0,000 080 
27 1Bu 0 0,000 059 0,000 000~ 0 0,000 005 
28 lag 0 O,0O0 059 <10 -7 0 0,0O0 0004 

Spur 6 6,000 005 5,999 999 6,000 000 5,999 994 

1B~ und aB~ vertauscht! 
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die die horizontale Korrelation ganz oder teflweise erfassen. Die CI-Funktion yon 
A. PULLMAN [35], die ohne die ZDO-NSherung mit den Integralen yon P ~  und 
M u L I ~  [33] berechnet wurde, zeigt die Paarungseigenschaft (15) ffir die v~ zu- 
mindest noeh in guter N~herung : 

vl, v2 - 0,9526 va, us = 0,0871 

va, va -- 0,9133 v~, v8 -~ 0,0470. 

In der Tab. 6 sind ebenso die Eigenwerte der 2-Teilehen-I)ichtematrix fiir die 
versehiedenen N~herungsfunktionen angegeben, allerdings nur fiir die T-Integrale. 
Wie bei der l-Teflehen-Dichtematrix sind aueh die 2-Teflchen-Dichtematrizen 
ffir die PP- und M-Integrale der Idempotenz n~her als in der Tab. 6, zeigen aber 
die gleichen charakteristisehen MerkmMe. 

Wieder stellt man fest, dal~ die , ,exakten" Eigenwerte in der angegebenen 
Re~enfolge SCF-APIG-E.N.  St6rungsreehnung-APSG (1ok.) immer besser appro- 
ximiert werden, allerdings nicht so gut wie bei der Dichtematrix i. Ordnung. 

Die , ,exakten" Eigenwerte der 2-Teflehen-Diehtematrix lassen sieh, das sieht 
man deutlich an der letzten Spalte der Tab. 6, in Gruppen zusammenfassen. Jeder 
dieser Gruppen entspricht im APSG-Modell ein entspreehen4 oft entarteter 
Eigenwert. Hier beim Butadien liegt ein Fall vor, bei dem die Entar tung der 
Eigenwerte des APSG-Modells das ,,wahre" Verhalten reeht gut wiedergibt. 

c) Korrelations/unktionen 

Wir wollen einige ,,Korrelationsfunktionen" betraehten, die aus den Kompo- 
nenten der spinfreien 2-Teflchen-Dichtematrix [27] herleitbar sind und die r~um- 
fiche Korrelation der Elektronen, also ihr gegenseitiges Ausweiehen aufgrund der 
elektrostatischen Abstol3ung und des Pauli-Prinzips, ansehaulich beschreiben. 

So stellt die Fig. I die horizontale Korrelation yon Elektronen gleicher Spins 
dar und mul~ folgendermal3en interpretiert werden: Wie halten ein Elektron im 
AO ~1 (bzw. ~2 in Fig. lb) fest und fragen naeh der Wahrscheinliehkeit, ein 
anderes Elektron mit gleichem Spin im Orbital ~1, ~2, ~a, T4 anzutreffen. Diese 
Wahrscheinlichkeit - -  auf i normiert, da es nur ein anderes z-Elektron mit 
gleichem Spin beim Butadien gibt - -  ist in :Fig. i ffir verschiedene Wellenfunk- 
tionen sehematisch fiber dem Oft (l~ngs des C-Gerfistes) aufgetragen. Dabei 
haben nur die Punkte fiber ~1, T~, ~3, ~ eine direkte Bedeutung, nieht die ausge- 
zogenen Verbindungslinien. Wie die :Fig. i zeigt, besehreibt das LCA0-SCF- 
Modell diese Korrelation, jedenfalls ffir kurze Entfernungen, richtig, die APSG- 
N~herung (mit lokalisierten Geminalen) bringt keine Verbesserung. Die Wahr- 
scheinliehkeit, ein zweites Elektron mit gleichem Spin innerhalb derselben lokali- 
sierten Bindung, also im Gebiet yon ~1 und ~2, zu fmden, ist minimal. Das zweite 
Elektron mit gleichem Spin weieht in die andere Bindung aus und ist def t  etwa 
mit gleieher Wahrscheinliehkeit bei ~a und T4 anzutreffen. Allerdings gibt es aueh 
fiber diese Entfernung eine geringe Korrelation, die aber yon SCF und APSG nieh$ 
so gut wie fiber kurze Entfernungen wiedergegeben wird. 

Die Korrelation zwischen Elektronen gleicher Spins rfihrt haupts~ehlieh yon der 
Antisymmetrie der Wellenfunktion her, sie ist im wesentliehen ,,Fermil~orrela- 
t ion" [38]. 
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Fig. 2 

(KW = Konfigurationswechs~]wirkung) 

Ganz anders verhiilt sich die Korrelation von Elektronen verschiedener Spins, 
die in der gleichen Weise in Fig. 2 dargestellt ist. Man beachte, daft hier die Wahr- 
scheinlichkeit auf zwei normiert ist, da es zwei ~-Elektronen mit anderem Spin 
als dem des in ~x bzw. q02 festgehaltenen Elektron gibt. Hier versagt die Eindeter- 
minanten-Niiherung v511ig, da in ihrem Rahmen die Elektronen als unabh~ngig 
angesehen werden. Das APSG-Modell hingegen gibt auch jetzt  das ,,wahre" Ver- 
halten gut wieder. 

An diesen Abbildungen wird die gute Lokalisierbarkeit der ~-Elektronen in den 
Doppelbindungen der ,,kanonischen" S$rukturformel deutlich: H~lt man ein 
Elektron z. B. mit or m ~1 lest, so ist die Aufenthaltswahrschein/ichkeit eines 
anderen in derselben Bindung sehr st~rk korreliert, auf die Elektronen der anderen 
Bindung h~t es hingegen einen nut sehr geringen Einflufl (der fibrigens im APSG- 
Modell nicht erfal3t wird). Wir k6nnen sagen, dab die Korrelation yon kurzer 
Reichweite ist und wesentlich nur in derselben Bindung wirk~. 

Fiir Systeme mit delokalisierten Elektronen erwarten wir hingegen eine Korre- 
lation grol~er Reichweite. Dann sollte der APSG-Ansatz ]nit lokalisierten Gemina- 
len zur Beschreibung der ri~umlichen Korrelation wenig geeignet sein. 

4. Schlul]bemerkungen 
Ubereinstimmend ergab sich fiir alle }tier verwendeten Kriterien das erfreu- 

liche Ergebnis : Das 7l-Elektronensystem des Butadien ls sich mit einem APSG- 
Ansatz mi~ lokal i s ier ten  Geminalcn ganz vorzfigHch beschreiben ; dieser Ansatz is~ 
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fiberaus einfaeh und enthalt  nur elne~ variablen Parameter. Alle anderen Paar- 
funktionen, aueh wenn sit wesentlieh komplizierter sind als dieser APSG-Ansatz, 
sind zur Besehreibung der ~-Elektronen des Butadien nieht so gut geeignet. Ins- 
besondere gilt das aueh fiir den APSG-Ansatz ausgehend yon den kanonisehen 
SOF-Orbitalen. 

Dariiber hinaus kSnnen ~ - -  aufgrund der Korrelationsfunktionen und der 
Analyse der l- und 2-Teilchen-Diehtematrizen - -  aueh verstehen, warum der 
APSG-Ansatz so gute Ergebnisse liefert: 

Im Gegensatz zum SCF-LCAO-MO-Modell erfaBt er neben der Fermi-Korre- 
lation der Elektronen mit gleiehem Spin aueh die Coulomb-Korrelation der Elek- 
tronen mit versehiedenem Spin innerhalb einer Bindung (vgl. Fig. i ,  2); er kann 
also die Intrapaarkorrelation lokalisierter Elektronenpaare angemessen besehrei- 
ben. We diese die iiberragende Rolle spielt und die Interpaarkorrelation gering ist, 
kSnnen wir also erwarten, in dem APSG-Ansatz mit lokalisierten Geminalen eine 
sehr einfaehe und befriedigend genaue Wellenfunktion zur Verffigung zu haben. 

Verwandt [19] mit den Methoden der Paarfunktionen, speziell dem APSG- 
Ansatz, sind zwei weitere Niiherungen fiir die ,,vollst~ndige" Konfigurations- 
wechselwirkung, die mit  einem Minimum an Variationsparametern auskommen, 
namlieh: 

AMO ( =  al ternant  molecular orbital)-Methode [34] 
lqPSO ( =  non-p_aired spatial orbital)-Methode [ i5] .  

In  der Literatur finder man folgende Ergebnisse dieser Methoden ffir das Buta- 
dien (Integrale naeh P ~  und MUT.LIK~N [33], differentielle Uberlappung nieht 
vernachli~ssigt, ,,vollstandige" CI mit den gleiehen Integralen als Standard): 

AMO (l Parameter) [34] 78% der Korrelationsenergie 
AMO (2 Parameter) [34] 86% der Korrelationsenergie 
lqPSO (2 Parameter) [i2] 96% der Korrelationsenergie. 

Diese beiden N~herungen liefern, jedenfalls ffir das Butadien, Ergebnisse, die 
mit denen des APSG-Verfahrens (mit lokalisierten Geminalen) durchaus vergleich- 
bar sind. Wie welt dieser Befund nur ffir das betrachtete System gfiltig ist, l~Bt 
sieh aufgrund des vorliegenden Materials noeh nieht entscheiden. Das APSG- 
Verfahren hat  gegeniiber beiden anderen Methoden den Vorteil formaler Einfaeh- 
heir, aber den Iqachteil, daI3 seine Anwendbarkeit vermutlieh auf Systeme mit 
lokalisierten Bindungen besohrankt ist. Es seheint aber [8], dab selbst bei Syste- 
men wie Naphthalin die z-Elektronen sieh gut in Dotopelbindungen lokalisieren 
lassen und dal~ Systeme, f/Jr die eine solehe Lokalisierung nieht mSglich ist (z. B. 
Benzol), eher die Ausnahme sind und daI~ der APSG-Ansatz mit lokalisierten Gemi- 
nalen aueh bei grSi3eren ungesattigten Molekiilen eine gute Niiherung fiir die ,,voU- 
standige" Konfigurationswechselwlrkung sein sollte. 
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men, an dem sich Kollcgen des ,,laboratoire de chimie quantique" und des ,,centre de mecanl- 
que ondulatoire appliquee" in Paris mitbeteiligen und das dureh einen NATO grant unter- 
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